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1. Mathematische Grundlagen
1.1. Skalare und Vektoren

Ein Skalar ist ein Objekt, das nur eine bestimmte Grof3e besitzt, jedoch keine
Richtung (reelle Zahlen, Druck, Temperatur, Masse, Zeit). Die Rechenregeln der
Skalare sind die Regeln der elementaren Algebra.

Ein Vektor ist eine gerichtete Groe im dreidimensionalen Raum. Er besitzt
einen Betrag und eine Richtung (Geschwindigkeit, Kraft, Beschleunigung).
Vektoren werden graphisch durch Pfeile dargestellt, analytisch durch

einen Buchstaben mit einem Pfeil dariiber a oft auch durch einen fett
gedruckten Buchstaben a. Die Lage des Vektors im Raum wird durch seine
Komponenten eindeutig bestimmt. Im kartesischen Koordinatensystem ergibt
die Zerlegung des Vektors in seine Komponenten:
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wobei die e,,e,,e, die sogenannten Einheitsvektoren in die entsprechenden

Koordinatenrichtungen sind. Andere Koordinatensysteme haben andere
Einheitsvektoren (siehe Hilfsblitter).
Der Einheitsvektor ist ein Vektor der Linge 1. Ist @ ein Vektor mit einer Linge

|2

@l >0 ,soist = = €, ein Einheitsvektor mit der Richtung von & und dem

=

Betrag 1.

1.2. Vektoralgebra
1.2.1. Definitionen

1. Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie den gleichen Betrag und die
gleiche Richtung haben (unabhdngig vom Anfangspunkt).

2. Der Vektor mit dem gleichen Betrag und der a ~
entgegengesetzten Richtung zum Vektor a ist
der Vektor —a .



3. Addition und Subtraktion von Vektoren:
Die Summe der Vektoren g + p erhilt man, indem
man den Anfangspunkt von b an den Endpunkt
von a legtund dann den Anfangspunkt von a ~
mit dem Endpunkt von b verbindet. a+b
Die Differenz der Vektoren  — » wird als
Summe & +(—b) dargestellt. iy
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4. Das Produkt eines Vektors a mit einem Skalar m
ist ein Vektor ma mit derselben Richtung
fiir m > 0, der entgegengesetzten Richtung
fiir m < 0 und der Linge |m|ad .
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1.2.2. Gesetze der Vektoralgebra

m und n sind Skalare, @, b und ¢ sind Vektoren.

b+ a Kommutativgesetz der Addition
)=(G+b)+¢ Assoziativgesetz der Addition

m Kommutativgesetz der Multiplikation

Assoziativgesetz der Multiplikation

Distributivgesetz

Distributivgesetz
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Diese Gesetze gestatten es, Vektorgleichungen wie algebraische Gleichungen zu
behandeln.

1.2.3. Multiplikation von Vektoren

Fiir die Multiplikation von Vektoren sind zwei verschiedene Produkte erklart,
das Skalarprodukt und das vektorielle Produkt.

1.2.3.1. Das Skalarprodukt (inneres Produkt)

Das Skalarprodukt G-b der Vektoren @ und b ist folgendermaBen definiert:

a-b=lal [p|- cos(a;

de
b)
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wobei cos(d;b) der Kosinus des von den Vektoren @ und 5
eingeschlossenen Winkels ist.



Das Skalarprodukt ist somit das Produkt

der Liange des Vektors @ mit der vorzeichen-

behafteten Projektion des Vektors b auf den

Vektor a . ®
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Das Skalarprodukt zweier Vektoren liefert
eine skalare Grof3e.

—

Sind @ und b in kartesischen Koordinaten gegeben (a = (ax say; az)) , SO
wird das Skalarprodukt folgendermafen berechnet:
ab=a.b, + a,b,+a,b,

0 fiir i+

Fiir das Skalarprodukt zweier Einheitsvektoren gilt: é;e i= { | fiir i=j

Fiir das Skalarprodukt gelten die folgenden Rechenregeln:

1. ab=>bd Kommutativgesetz

2. 4b+¢)=db+ad Distributivgesetz

3. m(@h)=(ma)bh=a(mb)

4. G-d =a?

5.gilt ¢-b=0 undsind @ und b nicht der Nullvektor, so gilt d_Lb .

1.2.3.2. Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt, duleres Produkt)

Das Vektorprodukt axb der Vektoren @ und b ist definiert als ein Vektor
¢ mit folgenden Eigenschaften:

| =laxb|=al|-|p| sin(d@;b) |,

-

wobei sin(d;b) der Sinus des von den Vektoren

d und b eingeschlossenen
Winkels ist. R U

Das Vektorprodukt zweier Vektoren
ist ein Vektor.
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Der Vektor ¢ steht senkrecht auf 0]
¢ und b .Die Vektoren & , b und
¢ bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem. Der Betrag des

Vektorproduktes entspricht dem Flicheninhalt des von @ und b

aufgespannten Parallelogramms.

Qly



Fiir das Vektorprodukt gelten die folgenden Rechenregeln:

1. axb=—-bxa Das Kommutativgesetz gilt nicht.

2. Gx(b+7¢)=adxbh+axd Distributivgesetz.

3. m(axb) = (ma)xb = dx(mb) = (@xb)m

4.Gilt Gxbh=0 undsind @ und b nicht der Nullvektor, so gilt &[5 .

Sind @ und b in kartesischen Koordinaten gegeben (z.B. d = (a,,a yr a,) ),
so wird das Vektorprodukt nach der SARRUSschen Regel berechnet:

. _éx é ><_é _éx/_éy _éx(aybz—azby)+
b a a ><a aX = +_éy(asz_axbz)+
N -
bx b,/ ~b/>b, ~b, +¢ (axby—aybx)
Fiir das Vektorprodukt zweier Einheitsvektoren gilt: €,X¢ 0 fiir i=j
i Siir i#j -

Fiir die Bildung des Vektorproduktes in Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten gelten
andere Vorschriften (siehe: Hilfsblatter).

1.2.3.2. Dreifache Produkte

X(bX¢)=b(ac)—¢(ab) Dreifachkreuzprodukt

a-(bx?¢) = b-(¢xa) = ¢-(axh) Spatprodukt
(Volumen eines Parallelepipeds mit den Kanten ¢ , » und ¢ )

1.2. Vektoranalysis (siehe: Gradient, Divergenz und Rotation — ganz kurz)



2. Grundlagen der Elektrotechnik

Die Grundgréfle der gesamten Elektrotechnik ist die elektrische L.adung.

es gibt zwei "Arten” elektrischer Ladung: positive und negative

- Ladungen sind nicht beliebig teilbar, es existiert eine kleinste elektrische
Ladung, die Elementarladung: e, = 1,602 - 10" As

- zwischen Ladungen treten Krifte auf, gleichnamige Ladungen stof3en sich ab,
ungleichnamige Ladungen ziehen sich an

- Ladungen erzeugen in ihrer Umgebung elektrische Felder

2.1. Elektrostatisches Feld

Befindet sich eine elektrische Ladung Q in einem Dielektrikum (Nichtleiter,
k = 0), so bildet sich in der Umgebung der Ladung ein elektrostatisches Feld
aus. Die Ladungen sind die Quellen des elektrostatischen Feldes. Der Nachweis
= _F
des Feldes erfolgt tiber die Kraftwirkung auf eine Probeladung: | £ = Q

Die einfachste Anordnung zur technischen Realisierung eines elektrostatischen

Feldes ist ein Plattenkondensator. + >|—
die Feldlinien verlaufen von den positiven zu + >|—
den negativen Ladungen (Festlegung) + »|—
die Dichte der Feldlinien ist ein MaB fiir die > ® 7] ~[—°B
Feldstirke + > —

- verlaufen die Feldlinien parallel und haben tiberall 4 >| —

den gleichen Abstand, so ist das Feld homogen, anderenfalls inhomogen
die Feldstirke ist nicht allein von der Ladung, sondern auch vom
Dielektrikum abhédngig

Die Materialeigenschaften des Dielektrikums werden durch die
Dielektrizitdtskonstante (Permittivitdt) € beschrieben. Die Permittivitat ¢ 1af3t
sich als Produkt aus der elektrischen Feldkonstanten &, und der dimensionslosen
relativen Permittivitét &, darstellen.

€=¢y€, mitg=28,854-10" As/Vm

Frage: Was geschieht, wenn ein Dielektrikum mit der relativen Permittivitat
&> 1 in einen vorher leeren Plattenkondensator (€ = &) eingefiihrt wird ?
Dazu unterscheidet man zwei Fille:

1. Kondensator mit konstanter Ladung
2. Kondensator mit konstanter Spannung



Die grundlegenden Gleichungen zur Behandlung dieser beiden Fille sind die

Definitionsgleichung der statischen Kapazitit: C = % und die

A

Bemessungsgleichung eines Plattenkondensators: C = E'E )

(Die Bemessungsgleichung gilt nur fiir homogene Felder.)

1. Kondensator mit konstanter L.adung

Nachdem ein Kondensator durch Anlegen einer Spannung aufgeladen wurde,
wird die Spannungsquelle abgetrennt. Zwischen den Kondensatorplatten
befindet sich Vakuum. Die Ladungen koénnen nicht abflieen, d.h. Q = const.

Entsprechend der Kapazitit C = ¢ - A/d bildet sich zwischen den Platten des

UAB1 UABZ < UAB1
~ A T
+ - + -

+ - + -
AO0— —O B Ao— —O B
+ - + -

+ - + -

Kondensators die Spannung Uag; aus. Wird nun ein Dielektrikum mit der
relativen Dielektrizitdtskonstanten & > 1 in den Kondensator eingefiihrt, so
erhoht sich entsprechend der Bemessungsgleichung die Kapazitat C des
Kondensators. Da nach der Definitionsgleichung Q = C - U konstant bleiben
mulB, verringert sich die Spannung Uagz < Uag.

2. Kondensator mit konstanter Spannung
Wird ein Kondensator mit einer Spannungsquelle U verbunden, so flief3t die

Ladung Q = C - U auf die Kondensatorplatten. Wird nun ein Dielektrikum mit
der relativen Dielektrizititskonstanten € > 1 in den Kondensator eingefiihrt, so

Q, Q,>Q,
+ — + —
+ — i _
A B A B

+ - H -

+ —_
+ — + —

© ©

vergroflert sich entsprechend der Bemessungsgleichung die Kapazitdt C des
Kondensators. Da nach der Definitionsgleichung U = Q / C konstant bleiben
mulf3, muB} sich auch die Ladung vergréfern: Q. > Q.
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Eine Feldgrofe, die unabhdngig vom Dielektrikum ist, ist der Verschiebungsflufl
Y. VY ist eine richtungsbehaftete skalare Grof3e und die Grundgréf3e des
elektrostatischen Feldes. Der Richtungssinn ist von den positiven zu den
negativen Ladungen festgelegt. ¥ ist gleich dem Betrag der Ladung auf einer
Kondensatorplatte. Ausgehend vom Verschiebungsflu3 ¥ 1aBt sich die Kapazitit
C, als integrale Grof3e jeder beliebigen Elektrodenanordnung mit dem folgenden
Berechnungsablauf bestimmen.

Q¥) —» D —» E —>» P2— 1 —p Upp = C,p

B
_4dv . _D - (E.ds - —(E.ds= ‘ -_Q
D= ¢ E=% cpz—cpl_—lfﬂds,UAB_£E~ds_ch—cpA ;o Cp=

Beispiel: Kapazitdt eines Kugelkondensators

Beim abgebildeten Kugelkondensator ist die
Ausgangsgrofle des Berechnungsschemas,

die Ladung Q, nicht gegeben. Da zwischen
den Elektroden des Kugelkondensators aber
eine Spannung U angegeben ist, miissen

auch Ladungen auf den Elektroden

vorhanden sein.

Fiir die Berechnungen nehmen wir U
daher die Ladung Q zunéchst als gegeben an.
Diese Ladung erzeugt das durch die blauen Pfeile dargestellte elektrische Feld.
Mit der Richtung des eingezeichneten Feldes haben wir die Polaritit der
Spannung festgelegt: die Innenelektrode liegt auf positivem Potential (positive
Ladungen), die AuBlenelektrode auf negativem Potential (negative Ladungen).
Aus dem Verlauf der Feldlinien erkennt man, daf3 es sich um ein inhomogenes
Feld handelt. Das Feld weist allerdings eine Symmetrie auf, es ist
kugelsymmetrisch, d.h. die Feldstiirke ist konstant auf der Menge aller Punkte,
die den gleichen Abstand zum Symmetriemittelpunkt haben. Das ist eine
Kugelschale mit dem Radius r. Auf dieser Kugelschale 146t sich die
Verschiebungsfludichte D bestimmen:

pod¥ _Q _ Q@ 4n p~L
TdA, A, an? r’
1 1 e
+

auf der Kugelschale

In der Abbildung ist zu erkennen, daf3 die Dichte der Feldlinien an der
Innenelektrode am groBten ist, dort mull also die VerschiebungsfluSdichte am
groften sein. Nach auflen hin nimmt D mit 1/r? ab.

Nach dem o.a. Losungsschema berechnet man jetzt die elektrische Feldstirke:



E = 2 = Q 5 .
€  4mer
Fiir die Berechnung des Potentials miissen wir zundchst einen Bezugspunkt mit
einem Bezugspotential festlegen, da das elektrostatische Potential immer nur bis
auf eine additive Konstante bestimmt sind, ndmlich bis auf das Potential des
Bezugspunktes.
Als Bezugspunkt wollen wir in unserem Beispiel die Innenelektrode wihlen, ihr
Potential setzen wir zweckmaBigerweise auf "Null": ¢ (1)) =0 .
Das Potential berechnen wir an einem beliebigen Punkt im Abstand r vom
Symmetriemittelpunkt. Die untere Integrationsgrenze ist r;, da die Innen-
elektrode ein Leiter ist und das Innere eines Leiters feldfrei ist (GET-Praktikum,
Versuch A 1-1, Elektrolytischer Trog).

o) = olr) = glr)=— [ B-ds = j‘%——

r.
i

1t
¢(r,)=0
Das Potential am Ort r ist negativ, weil wir die Innenelektrode als Bezugspunkt
festgelegt hatten und diese ein positives Potential besitzt, welches wir zu "Null"
festgelegt hatten. Gehen wir von der Innenelektrode in Richtung Aullen-
elektrode, so wird das Potential negativer.

Mit Hilfe der Gleichung fiir das Potential konnen wir die Spannung zwischen
Innen- und AulBlenelektrode berechnen.

1 1

P

_ _ g-_ Q1T 1 - Q
o(r,) —o(r,)=-U= 43‘58( ”a+”,-) bzw . U_4J'l38 1 a

In der Gleichung fiir U stehen aufler der unbekannten Ladung Q, nur noch
gegebene Groflen, so daf3 an dieser Stelle auch die zu Beginn der Berechnungen
angenommene Ladung Q bestimmt werden kann.

Nun kann auch die letzte GroBe des Losungsschemas, die Kapazitit C des
Kugelkondensators berechnet werden:

41U E
C=Q=—
vT1_1

r

r;

Die im elektrischen Feld eines Kondensators gespeicherte elektrische

Feldenergie berechnet sichzu W =% CcU* .

el



2.2. Das stationdre Stromungsfeld

Befindet sich eine elektrische Ladung Q in einem leitfdhigen Material (i > 0), so
besitzt die Ladung auf Grund der Leitfdhigkeit des umgebenden Mediums eine
Beweglichkeit. Befindet sich der Leiter in einem dulleren elektrischen Feld, so
wirkt auf die frei beweglichen Ladungen eine Kraft, und sie bewegen sich in
Feldrichtung. Es bildet sich ein elektrisches Strémungfeld aus. Die gerichtete
Bewegung der Ladungstriger im Stromungsfeld nennt man Strom. Der Strom ist
folgendermal3en definiert:
e dQ
I = d

Der Strom ist eine richtungsbehaftete skalare Grof3e. Per Definition ist der Strom
immer der Strom der positiven Ladungstriger, d.h. der Strom flief3t auSerhalb
einer Stromquelle immer vom positiven zum negativen Pol. Ein Strom flief3t
immer nur in geschlossenen Stromkreisen, nie in offenen Stromstiicken.
Befindet sich im Stromkreis ein Kondensator mit der konstanten Kapazitit C, so
flief3t iiberall in diesem Stromkreis ein Strom I, nur zwischen den Kondensator-
platten ist der Strom plétzlich unterbrochen, da der Raum zwischen den Platten
mit einem Dielektrikum (k = 0) gefiillt ist. Zwischen der Ladung Q auf den
Kondensatorplatten und dem Strom I besteht die Beziehung;:

dq
I ==
dt
Uber die beim homogenen elektrostatischen Feld aufgezeigte Beziehung:
D:EE:% ,bzw. Q=¢E-A

hiangt die Ladung auf den Kondensatorplatten mit der elektrischen Feldstirke im
Dielektrikum zwischen den Kondensatorplatten zusammen. Also kann man fiir
den Strom auch schreiben:
dQ _ d dQ dE
I=—=<=—(¢EA === A—
0 il (3 ) bzw o £ 7 wenn

die Permittivitdt € und die Plattenfliche A konstant sind. Die Stromstédrke in den
Zuleitungen des Kondensators ist demnach zwischen den Kondensatorplatten
gleich einem Ausdruck, der durch die zeitliche Anderung des elektrischen
Feldes bestimmt ist.

Anschaulich 148t sich das wie folgt deuten: durch die Zuleitungen flief3t der
Leitungsstrom in die eine Platte des Kondensators hinein, wird zwischen den
Platten durch einen "anderen" Strom fortgesetzt und fliet von der zweiten Platte
durch die Leitung wieder ab. Dieser "andere" Strom ist der von MAXWELL
eingefiihrte Verschiebungsstrom. Damit konnte die Forderung, dafl Strom nur in
geschlossenen Stromkreisen flief3t, erfiillt werden.



Ein Strom kann sich somit aus Leitungsstrom I, und Verschiebungsstrom Iy
zusammensetzen:
I=1,+1,.

Wird an ein leitfadhiges Medium iiber geeignete Kontaktflachen eine duflere
Spannung angelegt, so flie3t in diesem Medium ein Strom. U
AB

/\

Dieser Strom im Medium ist abhédngig von:
1. dem #uBeren Feld (der angelegten Spannung), AC—] k>0 —OB
2. den Materialeigenschaften (Leitfdhigkeit «) und
3. der Geometrie.

Im allgemeinen Fall muss von inhomogenen Materialeigenschaften x = f(¥)
ausgegangen werden. Der Strom verteilt sich dann ungleichmifig iiber den
Leiterquerschnitt und es bildet sich ein inhomogenes Stromungsfeld aus. Zur
Charakterisierung des Strémungsfeldes innerhalb des Leiters wird die
Stromdichte S eingefiihrt:

dil

S=G -

Die Stromdichte ist eine differentielle Gro3e und mit der elektrischen Feldstirke

iiber die Leitfahigkeit k des Materials verbunden:
S=kE .

Die integrale Grofle zur Kennzeichnung der Eigenschaft eines Leiters ist sein
Widerstand R. Ausgehend vom Strom [ 148t sich der Widerstand jedes
beliebigen Leiters nach folgendem Schema berechnen:
I —» S —» E _>(p2—(p1_>UAB_>RAB

2

d S > Uas

S:dA cE=x @2_@1:_.[2?"13; U= Eds:ch—cpA; Ryp= I
L 1

> S—

U
R,;= TAB ist die Definitionsgleichung des Widerstandes. Sind die Felder in

einem rdumlichen Widerstand konstant, so ergilbt sich fiir den Widerstand mit
der Liange 1, dem Querschnitt A und der Leitfahigkeit k des

Widerstandsmaterials die folgende Bemessungsgleichung: R = ﬁ :
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Beispiel: Widerstand einer koaxialen Leiteranordnung (Versuch A 1-1)

Bei der abgebildeten Leiteranordnung ist die
Ausgangsgrofle des Berechnungsschemas, der
Strom I, nicht gegeben. Da aber eine Spannung
zwischen den Elektroden angegeben ist und der
Raum zwischen den Elektroden mit einem
leitfdhigen Medium ausgefiillt ist, muf3 auch ein
Strom I flieBen. Fiir die Berechnungen nehmen
wir daher den Strom I zundchst als gegeben an.

Dieser Strom erzeugt das durch die blauen Pfeile dargestellte Strémungsfeld.
Mit der Richtung des eingezeichneten Feldes haben wir die Polaritét der
Spannung festgelegt: der Innenleiter liegt auf positivem Potential, der
AuBenleiter auf negativem Potential. Aus dem Verlauf der Feldlinien erkennt
man, daf3 es sich um ein inhomogenes Feld handelt. Das Feld weist allerdings
eine Symmetrie auf, es ist zylindersymmetrisch, d.h. die Feldstdirke ist konstant
auf der Menge aller Punkte, die den gleichen senkrechten Abstand zur
Symmetrieachse haben. Das ist ein Zylindermantel mit dem Radius r. Auf
diesem Zylindermantel 146t sich die Stromdichte S bestimmen:

dl__I___I __  dn S~+,

S = =
dA A 2nr h r

L
1t

auf dem Zylindermantel

1

Die indirekte Proportionalitit zwischen S und r ist auch in der Abbildung zu
erkennen, die Dichte der Feldlinien ist am Innenleiter am gréf3ten, dort muf3 also
die Stromdichte am groften sein. Nach au3en hin nimmt S ab.

Nach dem o.a. Losungsschema berechnet man jetzt die elektrische Feldstirke:

p=So_ 1

2mKhr

Fiir die Berechnung des Potentials miissen wir zundchst einen Bezugspunkt mit
einem Bezugspotential festlegen, da das Potential immer nur bis auf eine
additive Konstante bestimmt sind, das Potential des Bezugspunktes.
Als Bezugspunkt wollen wir in unserem Beispiel den Innenleiter wihlen, sein
Potential setzen wir zweckmaBigerweise auf "Null": © (r i) =0
Das Potential berechnen wir an einem beliebigen Punkt im Abstand r von der
Symmetrieachse. Die untere Integrationsgrenze ist r;, da der Innenleiter ein

idealer Leiter ist (k - o) und die elektrische Feldstiarke im Inneren eines Leiters
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gleich Null ist.

@(r)=0

Das Potential am Ort r ist negativ, weil wir den Innenleiter als Bezugspunkt
festgelegt hatten und dieser ein positives Potential besitzt, welches wir zu "Null"
festgelegt hatten. Gehen wir vom Innenleiter in Richtung Aufenleiter, so wird
das Potential negativer.

Mit Hilfe der Gleichung fiir das Potential konnen wir die Spannung zwischen
Innen- und Aullenleiter berechnen.
1 Ya 1

r
In— bzw. U = In

2nxh 1, 2nKh r_l

olr,) —olr)=—U=-

In der Gleichung fiir U stehen aufler dem unbekannten Strom I, nur noch
gegebene Groflen, so daf3 an dieser Stelle auch der zu Beginn der Berechnungen
angenommene Strom I bestimmt werden kann.

Nun kann auch die letzte Grof3e des Losungsschemas, der Widerstand R der

Anordnung berechnet werden:
r

R = v = 1 In—~

I 2nxh r

Flief3t durch einen Widerstand der Strom I und fillt iiber ihm die Spannung U
ab, so wird in diesem Widerstand die Leistung
N = U-I in Wirme umgewandelt.

2.3. Das Magnetfeld stationirer Strome

Jeder Strom erzeugt in seiner Umgebung ein Magnetfeld. Dieses 146t sich {iber
die Kraftwirkung auf einen Probemagneten, z.B. eine kleine Kompassnadel
nachweisen.

Der Magnetismus ist bereits seit Jahrtausenden bekannt (Magnetnadel), aber erst
Hans Christian ORSTEDT (1777-1851) entdeckte 1820 die Kraftwirkung auf
eine Magnetnadel in der Umgebung eines Stromes.

Fiihren wir einen Probemagneten (eine kleine Magnetnadel) um einen strom-
durchflossenen Leiter herum, so stellen wir fest, daf3 sich die Magnetnadel stets
tangential ausrichtet. Die magnetischen Feldlinien sind also geschlossene
Linien, die den Strom umwirbeln. Daraus kann geschluf3folgert werden, dass das
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Magnetfeld ein quellenfreies Wirbelfeld ist.
Die Grundgrofle des magnetischen Feldes ist der magnetische FluB ® (wird auch
als magnetische Polstirke bezeichnet). Der magnetische Flull @ entspricht der
Gesamtheit aller magnetischen Erscheinungen in der Umgebung eines
stromdurchflossenen Leiters.
Die magnetische FluB3dichte B ist gleich dem magnetischen Fluf3 je
Flicheneinheit:

pod®

dA |

B ist eine differentielle Gréf3e und gibt die magnetische Fludichte am Ort des
infinitesimal kleinen Flachenelements dA an. Die FluBdichte wird berechnet
als Quotient aus demjenigen Teilflul d®, der die infinitesimal kleine Fliche dA
senkrecht durchsetzt.

Die magnetische Feldstirke H hédngt {iber die magnetischen Material-
eigenschaften mit der magnetischen FluB3dichte B zusammen:
B

H:ﬁ.

n ist die Permeabilitét. Sie wird als Produkt aus der magnetischen Feld-
konstanten po und der dimensionslosen relativen Permeabilitéit p, dargestellt:

U= Uy U, mitpo=4r-107 Vs/Am.

Das unterschiedliche Verhalten verschiedener Materialien in einem duf3eren
Magnetfeld wird durch die permeabilititen der Materialien bestimmt:
diamagnetische Materialien mit pu, <1 ; (Bi, Hg, Pb) werden aus dem
Magnetfeld herausgedrangt
paramagnetische Materialien mit p, > 1 ; (Al, Pd, Luft) werden in das
Magnetfeld hineingezogen
ferromagnetische Materialien mit p, >> 1. ; (Fe, Co, Ni) werden in das
Magnetfeld hineingezogen
Die Abweichungen der relativen Permeabilitdt von "1" bei dia- und paramagne-
tischen Materialien machen sich erst in der vierten Nachkommastelle
bemerkbar. Daher kann sie fiir diese Materialien immer W, ~ 1 angenommen
werden. Lediglich die relativen Permeabilitit von ferromagnetischen
Materialien ist wesentlich grof3er als Eins. Sie liegt im Bereich zwischen 100
und 100 000 und ist von der magnetischen Feldstirke abhingig.

Wie bereits genannt, tritt das magnetische Feld in der Umgebung eines
elektrischen Stromes auf. Da der elektrische Strom die gerichtete Bewegung von
Ladungstragern darstellt, kann das magnetische Feld auch als Erscheinung der
bewegten elektrischen Ladung gedeutet werden. Der Zusammenhang zwischen
magnetischer Feldstdrke und elektrischem Strom wird iiber das
Durchflutungsgesetz (AMPEREsches Gesetz) hergestellt:
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gSFI-c_is: Zlumf. ,

das Integral iiber den geschlossenen Umlauf iiber das Skalarprodukt aus A und
einem infinitesimalen Stiick des Umlaufweges ds ist gleich der Summe der bei
diesem Umlauf umfaflten Strome. Der Index "umfaf3t" bezieht sich also auf den
Integrationsweg des Integrals.

Die integrale Grof3e zur Kennzeichnung der Eigenschaft einer stromdurch-
flossenen Leiteranordnung ist ihre Induktivitidt L. Ausgehend vom Strom I 1463t
sich die Induktivitdt jeder beliebigen stromdurchflossenen Leiteranordnung nach
folgendem Losungsschema berechnen:

Eﬁ]_:[-c_jS:ZIumf' = B:Mﬁ = (I):JIBJA = L:% .

Uber das Durchflutungsgesetz lassen sich allerdings nur Magnetfelder einfacher

und symmetrischer stromdurchflossener Anordnungen berechnen.

Magnetfelder beliebig geformter stromdurchflossener Leiter werden tiber das

Gesetz von BIOT-SAVART berechnet:

Die nebenstehende Abbildung zeigt einen beliebig

geformten stromdurchflossenen Leiter. Dieser

Leiter wird in (unendlich viele) infinitesimal kleine

Leiterstiicke ds eingeteilt ( ds ist hier im

Unterschied zum Durchflutungsgesetz ein Stiick

des stromdurchflossenen Leiters !!!). Die Richtung

P von ds wird durch die Richtung des Stromes I
festgelegt. Der Vektor 7 zeigt vom "Quellpunkt"
(stromdurchfl. Leiterstiick ds ) zum Aufpunkt
(Punkt, an dem das Feld berechnet werden soll).
Jedes dieser infinitesimalen vom Strom I durch-
flossenen Leiterstiicke ds erzeugt im Aufpunkt P
eine magnetische Teilfeldstirke dH |, die sich
nach dem Gesetz von BIOT-SAVART zu:

\I di = [ dsX7

Q T

It

ergibt.
4nr

Die gesamte vom stromfiihrenden Leiter erzeugte magnetische Feldstirke
ergibt sich aus der Summe der von den stromdurchflossenen Leiterstiicken ds
erzeugten Teilfeldstirken dH . Da jeder Stromkreis geschlossen ist, muf3 {iber
den gesamten Umlauf des Stromkreises integriert werden:
> ~ I dsX7
H=¢dH=p—"r
4y
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In der Praxis ist der Beitrag von Teilen des Stromkreises mit geniigend grof3er
Entfernung vom Punkt P wegen des Faktors r> im Nenner sehr klein und kann
vernachldssigt werden.

Beispiel: Berechnung der magnetische Feldstirke
innerhalb und auflerhalb eines langen geraden
zylindrischen stromdurchflossenen Leiters
(Radius R, Strom I) mit dem Durchflutungsgesetz!
Zunichst wird die magnetische Feldstirke
auBerhalb des Leiters berechnet.
Die magnetischen Feldlinien bilden konzentrische
Kreise in einer Ebene senkrecht zur Achse des
Leiters mit der Achse als Mittelpunkt.
Die Richtung der Feldlinien ergibt sich aus der
Rechte-Hand-Regel: Wird der Leiter mit der rechten Hand so umschlossen, daf3
der Daumen in die Richtung des Stromes weist, so zeigen die gekriimmten
Finger in die Richtung der magnetischen Feldlinien. Das Feld ist inhomogen,
aber zylindersymmetrisch, d.h. die Feldstdrke ist konstant auf der Menge aller
Punkte mit dem gleichen senkrechten Abstand zur Symmetrieachse. Das
Durchflutungsgesetz erfordert die Integration ldngs eines geschlossenen Weges,
wobei der Verlauf des Weges jedoch nicht vorgeschrieben ist. Aus diesem
Grunde wihlen wir einen Integrationsweg, der die Berechnung des Integrals
erleichtert. Da das Feld zylindersymmetrisch ist, wihlen wir einen
Integrationsweg auf einer Feldlinie im beliebigen, aber konstanten Abstand r um
den Leiter herum, d.h. auf einem Kreis. Auf diesem Integrationsweg haben [
und ds die gleiche Richtung. Wegen der Zylindersymmetrie ist

|1t1 | = constant auf diesem Integrationsweg, so da3 H vor das Integral
gezogen werden kann. Das Durchflutungsgesetz liefert daher:

ﬁﬁa-c_fs:gﬁHa-ds:Ha-ngs:HaQnr:I )

H

=S

H

1

1

\
1

(

Diese Gleichung kann nach H, umgestellt werden: H

Berechnung des Feldes innerhalb des Leiters: Da es keine magnetischen
"Nichtleiter" gibt, existiert auch innerhalb des Leiters ein Magnetfeld. Das wird
klar, wenn man die Bemessungsgleichung fiir den magnetischen Widerstand
betrachtet:
)
R =— .
m uA

Es gibt keine Materialien mit p = 0, daher gibt es keine Materialien mit einem
unendlich groen magnetischen Widerstand, was wiederum bedeutet, daf} alle

Materialien vom magnetischen Flu3 ® durchsetzt werden.
Nach dem Durchflutungsgesetz hiangt die Grof3e der magnetischen Feldstédrke
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lediglich von der Summe der bei der Integration
I langs eines geschlossenen Weges umfafiten Stréme
R ab. Auch innerhalb des Leiters existiert ein
magnetisches Feld. Es ist inhomogen, aber wiederun
, zylindersymmetrisch. Aus diesem Grunde wéhlen
! wir auch hier wieder einen Integrationsweg langs
I’ ! einer Feldlinie. Die Berechnung des Magnetfeldes
I liefert daher prinzipiell das gleiche Ergebnis, wie
@ auflerhalb des Leiters:
|- I’
H H;= 2Ttr
I' ist der vom Integrationsweg umfaflte Strom. Fiir
die Berechnung dieses Stromes gehen wir davon aus, dass sich der Gesamtstrom
I gleichmifig iiber die gesamte Fliche A des Leiters verteilt, d.h. die
Stromdichte S ist konstant. Der geschlossene Integrationsweg umfafit jetzt aber
nur den schraffierten Teil der Leiterfliche, so dafl damit auch nur ein Teil des
Gesamtstromes umfafit wird. Mit dem Ansatz der konstanten Stromdichte
erhalten wir fiir den umfaflten Strom:

[ _ I r’
S:const.:—zz > .
TR nr R

Einsetzen von I' in die Formel fiir die magnetische Feldstarke innerhalb des
Leiters liefert:
o = I’ _ Ir .
'2ntr 21t R?

Nachdem mittels Durchflutungsgesetz oder Gesetz von BIOT-SAVART die
magnetische Feldstirke H berechnet wurde, lassen sich nach dem eingangs
aufgezeigten Losungsschema die magnetische FluBdichte B , der magnetische
FluB @ und die Induktivitdt L. der stromdurchflossenen Anordnung bestimmen.

Die im magnetischen Feld einer stromdurchflossenen Anordnung gespeicherte
1

magnetische Feldenergie berechnet sichzu W, , = 2 LI* .

2.4. Zeitlich veranderliche Felder

Grundsitzlich wird in der Umgebung eines zeitlich verdnderlichen magnetischen
Feldes ein elektrisches Feld induziert (FARADAY, 1831) und umgekehrt.
Elektrische und magnetische Felder sind {iber die zeitlichen Ableitungen im
Durchflutungsgesetz und im Induktionsgesetz miteinander verkniipft:
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gﬁ H-ds = ﬂ (KE + S%E -dA Durchflutungsgesetz
fﬁ E-ds = —ﬂ 9B i + {ﬁ (VX B)-ds Induktionsgesetz

Induktion
Die beiden Summanden auf der rechten Seite des Induktionsgesetzes stehen fiir
die Erscheinung von Ruhe- und Bewegungsinduktion.

Ruheinduktion

Bedingungen: - zeitliche Anderung der FluBdichte ( 0B/0t# 0 )
innerhalb eines geschlossenen Umlaufes
- keine bewegten Teile des Umlaufes ( v=0 )

Dann gilt fiir die induzierte Spannung Uingd:
=0 E-ds = — —-dA
umd § S a t
wobei A die vom Integrationsweg s umrandete Flache ist und die
Umlaufrichtung von s mit dem Vektor dA eine Rechtsschraube bildet.
Das Minuszeichen bedeutet: Ist 0 B/dt >0 , d.h. steigt die magnetische

FluBBdichte mit der Zeit an, so treibt die induzierte elektromotorische Kraft
(EMK) einen Strom entgegen der Rechtsschraube um den Flul & = ﬂ B-dA
an (LENZsche Regel).
Die induzierte Spannung ist im Gegensatz zu einer lokalisierten Spannungs-
quelle nicht an einer Stelle konzentriert, sondern ist als Kraftwirkung auf alle
Ladungstriager zu verstehen und iiber den gesamten Umlauf verteilt.
Beispiel: Gegeben ist ein zeitlich verdnderlicher
D ( Z) . d_(I) >0 magnetischer Flul3, welcher mit der Zeit grofer
Toodt wird (dd/dt > 0).

A A A Dann wird in der Umgebung des zeitlich
verdnderlichen magnetischen Flusses ein
JPPREE elektrisches Feld £ induziert. Das Feld ist ein

(I)in

d
wird durch die LENZsche Regel bestimmt: Das
\ induzierte Feld ist stets so gerichtet, daf es seiner
] T ——1 Ursache entgegenwirkt. Die Richtung des
B induzierten elektrischen Feldes kann man sich
veranschaulichen, wenn man sich vorstellt, in
welche Richtung ein induzierter Strom I in einer Leiterschleife flieBen wiirde.
Der induzierte Strom I muf3 so flieBen, daf3 der von ihm hervorgerufene

magnetische Flul ®i,q so gerichtet ist, dal} er seiner Ursache, nimlich der
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B-v-dA

—

']-ci's + ﬂ div

¢ (Bxv

d rfa i _ (OB =
aﬂB-dA_jf = dA +

H. Flanders:



Zunahme des urspriinglichen Flusses d®/dt > (0 entgegenwirkt.
Der Zusammenhang zwischen induzierter Spannung, elektrischer Feldstirke und
magnetischem Fluf} ergibt sich zu:
> = dd
=0 Eds=—F— .
¢ T
Wichtigste Anwendung der Ruheinduktion: Transformator

Bewegungsinduktion

Bedingungen: - zeitlich konstante Flu3dichte 6 B/dt =0
- bewegter Leiter vX B # 0

Dann gilt fiir die 1ndu21erte Spannung ldngs des bewegten Leiterteils:
B

f(va)ds .

A

bcﬁ

Beispiel: Gegeben ist ein Stiick "Blech", ein Leiter, in dem sich sowohl positive
als auch negative, frei bewegliche Ladungstriger befinden. Dieses Blech
befindet sich im homogenen und zeitlich konstanten Magnetfeld B .

Das Blech wird mit der konstanten
Geschwindigkeit v senkrecht zur — @ @ @

Zeichenebene nach oben in diesem

Magnetfeld bewegt. Auf die bewegten > F LT F CT
Ladungstrager wirkt im Magnetfeld die Eling @
LORENTZ-Kraft: 7, = ¢ (VXB) .In El

- - T =
Folge der Wirkung der LORENTZ-Kraft lF c lF L
werden die positiven Ladungstrager i
nach oben, die negativen nach unten —>

verschoben. Diese Verschiebung kann @ @ @
man sich als Kraftwirkung eines

induzierten elektrischen Feldes £, ,

—
o
B
—
—
©
Vv

vorstellen. In Folge der Ladungstrennung wird ein elektrisches Gegenfeld E c

aufgebaut, das betragsmdfig gleich dem induzierten Feld ist, so da3 das Innere
des Leiters feldfrei ist. In diesem elektrischen Gegenfeld wirkt die COULOMB-
Kraft auf die frei beweglichen Ladungstrager: F =q E . Die COULOMB-
Kraft hat die entgegengesetzte Richtung, wie die LORENTZ Kraft. Da fiir die
Ladungstrennung eine bestimmte, von Null verschiedene Zeit bendtigt wird,
steigt die induzierte elektrische Feldstirke, und damit auch die COULOMB-
Kraft mit der Zeit solange an, bis es zum Kriftegleichgewicht zwischen
LORENTZ-Kraft und COULOMB-Kraft kommit:
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= EC:—D’XE’ .

Fir das induzierte elektrische Feld ergibt sich damit E g = TVX B .

Der Zusammenhang zwischen induzierter Spannung und elektrischer Feldstirke
ergibt sich zu:

u,,=$ Eds=¢(VxB)ds .

Wichtigste Anwendung der Bewegungsinduktion: Generator

Durchflutung

In Analogie zum oben betrachteten Fall, dass jedes zeitlich verdnderliche
magnetische Feld von einem ebenfalls zeitlich verdanderlichen elektrischen Feld
umwirbelt wird, existiert auch der umgekehrete Fall: jedes zeitlich verdnderliche
elektrische Feld wird von einem ebenfalls zeitlich verdnderlichen magnetischen
Feld umwirbelt. Dieser Zusammenhang wird durch das Durchflutungsgesetz
beschrieben:

. = d=)| -
@zgﬁH-ds:ZIumf:IL+[V:ff(KE+eEE)-dA :

- dD
J(t) ; ==>0
Die Richtung der magnetischen Feldstirke ergibt dt
sich in diesem Fall nach der Rechten-Hand-Regel. A A A
Ist 0D/ot >0 ,d.h. steigt die Verschiebungs-
fluBdichte mit der Zeit an, so wird ein magnetisches ~ |---~"""
Feld in Richtung der Rechtsschraube um den Flufl
erzeugt.
~—1 p—
H
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